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Point de départ : l’équation de Schrödinger Point de départ : l’équation de Schrödinger 

avec avec 

Remarque : on va nRemarque : on va néégliger toute interaction gliger toute interaction àà plus de deux corpsplus de deux corps

IdIdéée : de : déévelopper la fonction dvelopper la fonction d’’onde sur une base particulionde sur une base particulièère : la base des harmoniques re : la base des harmoniques 
hypersphhypersphéériquesriques

Transformation dTransformation d’’une une ééquation diffquation difféérentielle rentielle àà une fonction inconnue en un une fonction inconnue en un 
systsystèème dme d’é’équationsquations

11èèrere éétape : changement du systtape : changement du systèème de coordonnme de coordonnééeses

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques
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11èèrere éétape : changement du systtape : changement du systèème de coordonnme de coordonnééeses
CoordonnCoordonnéées de Jacobies de Jacobi

3 jeux de coordonn3 jeux de coordonnéées diffes difféérents !rents !
On On s’affranchit des masses absolues des particuless’affranchit des masses absolues des particules
2 variables m2 variables méétriques + 4 variables angulairestriques + 4 variables angulaires
IdIdéée : ne : n’’obtenir plus quobtenir plus qu’’une seule variable mune seule variable méétriquetrique

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques
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11èèrere éétape : changement du systtape : changement du systèème de coordonnme de coordonnééeses
CoordonnCoordonnéées hypersphes hypersphéériquesriques

1 variable métrique
5 variables angulaires = Ω5

2ème étape : réécriture de l’hamiltonien dans ce système de coordonnées

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques
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22èèmeme éétape : transformation de ltape : transformation de l’’hamiltonienhamiltonien
Énergie cinétique en coordonnées hypersphériquesÉnergie cinétique en coordonnées hypersphériques

Or Or 

LL’’opopéérateur rateur KK22((ΩΩ55)) ne dne déépend que des variables angulairespend que des variables angulaires

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques
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22èèmeme éétape : transformation de ltape : transformation de l’’hamiltonienhamiltonien
ÉÉnergie potentiellenergie potentielle

3 jeu de coordonn3 jeu de coordonnéées hypersphes hypersphéériques diffriques difféérents !!!rents !!!

on peut passer on peut passer facilement facilement de lde l’’un un àà ll’’autreautre

33èèmeme éétape : dtape : dééfinition de la base utilisfinition de la base utiliséée pour la fonction de pour la fonction d’’ondeonde

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques
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33èèmeme éétape : base des harmoniques hypersphtape : base des harmoniques hypersphéériquesriques

Base orthonormBase orthonorméées de fonctions propres de les de fonctions propres de l’’opopéérateur  rateur  KK22((ΩΩ55)), de valeur , de valeur 
propre K(K+4)propre K(K+4)

DDééveloppement de la fonction dveloppement de la fonction d’’onde dans cette baseonde dans cette base

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques
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44èèmeme éétape : systtape : systèème dme d’é’équations hypersphquations hypersphéériquesriques

Fonction dFonction d’’onde : onde : 

ÉÉquation de Schrquation de Schröödinger : dinger : 

avecavec

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques
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44èèmeme éétape : systtape : systèème dme d’é’équations hypersphquations hypersphéériques riques 

SystSystèème dme d’é’équations (quations (∀γ∀γ, K, K) : ) : 

ProblProblèème du potentiel ?me du potentiel ?

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques
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44èèmeme éétape : systtape : systèème dme d’é’équations hypersphquations hypersphéériques riques 

Les coefficients de Les coefficients de RaynalRaynal--RevaiRevai : : 

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques
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Système à résoudreSystème à résoudre

Calculs des coefficients WCalculs des coefficients W
Intégration analytique sur Intégration analytique sur ΩΩxx et et ΩΩyy

Intégration numérique par quadrature de Gauss sur Intégration numérique par quadrature de Gauss sur αα

Méthodes numériquesMéthodes numériques
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Résolution du système Résolution du système 

Système infini d’équations à une infinité d’inconnue Système infini d’équations à une infinité d’inconnue 
On fixe une valeur KOn fixe une valeur KMAX MAX 

Nombre fini dNombre fini d’é’équations et dquations et d’’inconnuesinconnues

Résolution numérique par la méthode des réseaux de Lagrange : Résolution numérique par la méthode des réseaux de Lagrange : 
Développement de               sur la base de Développement de               sur la base de LagrangeLagrange--LaguerreLaguerre régulariséerégularisée
Les coefficients de ce développement sont des nombresLes coefficients de ce développement sont des nombres

SystSystèème dme d’’algalgéébrique dbrique d’é’équationsquations

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques

)(ρχ Jπ
γK
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Résolution du système Résolution du système 

Ordre de grandeur Ordre de grandeur 

Cas des Cas des hypernoyauxhypernoyaux étudiés : étudiés : 

KKMAXMAX=20 ou 26  =20 ou 26  ≈≈ 100 harmoniques hypersph100 harmoniques hypersphéériques et 3000 fonctions riques et 3000 fonctions 
de basede base

Méthode des coordonnées hypersphériquesMéthode des coordonnées hypersphériques
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Baryons fondamentauxBaryons fondamentaux

Proton                                  NeutronProton                                  Neutron LambdaLambda

n + p n + p noyaux, matinoyaux, matièère nuclre nuclééaire ordinaireaire ordinaire

n + p + n + p + ΛΛ hypernoyauxhypernoyaux, mati, matièère re éétrangetrange

RRééf : f : ParticleParticle Data Group : Phys. Data Group : Phys. RevRev. D . D 6666, 010001 (2002)., 010001 (2002).

Les Les hypernoyauxhypernoyaux

MeV 938,272=pm MeV 939,565=nm MeV ,6831151=Λm
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CompositionComposition
2 n + 2 p + 2 2 n + 2 p + 2 ΛΛ

HypothHypothèèse : 2 n + 2 p se : 2 n + 2 p 1 particule 1 particule αα ≡≡ ponctuelponctuel

ModModéélisation par un systlisation par un systèème me àà trois corps :trois corps :

ÉÉtat fondamentaltat fondamental
JJππ=0=0++

EE00 = = −− 7,25 7,25 MeVMeV par rapport au seuil de dissociation en par rapport au seuil de dissociation en αα ΛΛ ΛΛ

DonnDonnéées expes expéérimentalesrimentales
ÉÉvvéénement nement NagaraNagara éénergie de liaison nergie de liaison 

RRééf : f : N. N. TakahashiTakahashi et et alal. : Phys. . : Phys. RevRev. Lett. . Lett. 8787, 212502 (2001)., 212502 (2001).
DonnDonnéées antes antéérieures peu srieures peu sûûresres

Étude du       Étude du       He6
ΛΛ
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Etude du      Etude du      He6
ΛΛ

Rappel : systRappel : systèème me àà rréésoudresoudre

Coefficients Coefficients WWKK’’γγ’’,K,Kγγ àà ddééterminer terminer interactions ?interactions ?

SystSystèème me àà trois corps :trois corps :

interaction interaction αα -- ΛΛ + interaction + interaction ΛΛ –– ΛΛ
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Etude du      Etude du      He6
ΛΛ

Interaction Interaction αα -- ΛΛ utilisutiliséée  : pe  : potentiel Isleotentiel Isle

Force centrifuge incluseForce centrifuge incluse
Un Un éétat litat liéé àà L=0L=0
2 gaussiennes (une partie attractive + une partie r2 gaussiennes (une partie attractive + une partie réépulsive)pulsive)
RRééf : I. f : I. KumagaiKumagai--FuseFuse, S. , S. OkabeOkabe, Y. , Y. AkaishiAkaishi : Phys. Lett. : Phys. Lett. 345345, 386 (1995)., 386 (1995).

Allure du potentiel Isle
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Etude du      Etude du      He6
ΛΛ

Interactions Interactions ΛΛ -- ΛΛ utilisutiliséées  :es  :
Potentiel de Potentiel de HiyamaHiyama et et alal. . 

Partie attractive (2 gaussiennes) + 1 cPartie attractive (2 gaussiennes) + 1 cœœur rur réépulsif trpulsif trèès fort (1 gaussienne)s fort (1 gaussienne)
PortPortéée courte (par rapport aux potentiels NN)e courte (par rapport aux potentiels NN)
Pas dPas d’é’état litat liéé
RRééf : E. f : E. HiyamaHiyama et et alal. : Phys. . : Phys. RevRev. C . C 6666, 024007 (2002)., 024007 (2002).

Allure du potentiel de Hiyama et al.
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Etude du      Etude du      He6
ΛΛ

Interactions Interactions ΛΛ -- ΛΛ utilisutiliséées  :es  :
Potentiel de Potentiel de SparenbergSparenberg--BayeBaye

Valable pour un spin nulValable pour un spin nul
Partie attractive (1 gaussienne) + 1 cPartie attractive (1 gaussienne) + 1 cœœur rur réépulsif trpulsif trèès fort (1 gaussienne)s fort (1 gaussienne)
PortPortéée courte (par rapport aux potentiels NN)e courte (par rapport aux potentiels NN)
Pas dPas d’é’état litat liéé
RRééf : Fujiwara et f : Fujiwara et alal. : . : àà paraparaîître (2004)tre (2004)

Allure du potentiel de Sparenberg-Baye
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Etude du      Etude du      He6
ΛΛ

Niveaux d’énergie :Niveaux d’énergie :

Le zéro des énergies est fixé au seuil de dissociation Le zéro des énergies est fixé au seuil de dissociation αα ΛΛ ΛΛ
Bon accord avec lBon accord avec l’’expexpéériencerience
Comparaison avec le Comparaison avec le 66He : He : −− 0,973 0,973 MeVMeV àà partir du seuil de dissociation partir du seuil de dissociation αα n nn n

Effet de stabilisation du Effet de stabilisation du ΛΛ

1. Hiy + Isle

2. SB + Isle
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Etude du      Etude du      He6
ΛΛ

Rayon moyenRayon moyen : : 
SB et Isle : 1,76 SB et Isle : 1,76 fmfm
HiyHiy. et Isle : 1,81 . et Isle : 1,81 fmfm
66He : 2,57 He : 2,57 fmfm
CarrCarréé du module de la fonction ddu module de la fonction d’’onde : onde : 

Effet de contraction dEffet de contraction dûû au au ΛΛ
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Etude du      Etude du      He6
ΛΛ

Convergence en fonction de KConvergence en fonction de KMAXMAX : : 
SystSystèème infini dme infini d’é’équationsquations

On fixe KOn fixe KMAXMAX SystSystèème fini me fini …… systsystèème algme algéébriquebrique
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CompositionComposition
4 n + 4 p + 1 4 n + 4 p + 1 ΛΛ

HypothHypothèèse : 2 n + 2 p se : 2 n + 2 p 1 particule 1 particule αα ≡≡ ponctuelponctuel

ModModéélisation par un systlisation par un systèème me àà trois corps :trois corps :

ÉÉtat fondamentaltat fondamental
JJππ =  1/2=  1/2+  +  (L = 0)(L = 0)
EE00 = = −− 6,62 6,62 MeVMeV par rapport au seuil de dissociation par rapport au seuil de dissociation αα αα ΛΛ

Premiers Premiers éétats excittats excitéés s 
JJππ =  3/2=  3/2++, 5/2, 5/2+  +  (L = 2)(L = 2)
EE11 = = −−3,54 3,54 MeVMeV par rapport au seuil de dissociation par rapport au seuil de dissociation αα αα ΛΛ

Réf : H. Réf : H. BandoBando, T. , T. MotobaMotoba, J. , J. ZofkaZofka : Int. Journ. : Int. Journ. OfOf Mod. Phys. A, Mod. Phys. A, 55, 4021 (1990)., 4021 (1990).
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Etude du      Etude du      
Rappel : systRappel : systèème me àà rréésoudresoudre

Coefficients Coefficients WWKK’’γγ’’,K,Kγγ àà ddééterminer terminer interactions ?interactions ?

SystSystèème me àà trois corps :trois corps :

interaction interaction αα -- ΛΛ + interaction + interaction αα –– αα
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Interactions Interactions αα--αα utilisutiliséées  :es  :

Potentiel dPotentiel d’’AliAli--BodmerBodmer
Force centrifuge incluseForce centrifuge incluse
CCœœur rur réépulsif + partie attractivepulsif + partie attractive

RRééf : B. Buck, H. Friedrich, C. f : B. Buck, H. Friedrich, C. WheatleyWheatley : Nucl. Phys. A : Nucl. Phys. A 275275, 246 (1977)., 246 (1977).
S. Ali, R.A. Bodmer : Nucl. Phys. S. Ali, R.A. Bodmer : Nucl. Phys. 8080, 99 (1966)., 99 (1966).

Etude du      Etude du      Be9
Λ

Potentiel de Potentiel de BuckBuck--FriedrichFriedrich--WheatleyWheatley
Force centrifuge incluseForce centrifuge incluse
Une gaussienneUne gaussienne

Allure du potentiel d'Ali-Bodmer
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Interactions Interactions αα--αα utilisutilisééeses
DDééfinition du dfinition du dééphasage :phasage :

Soit une particule arrivant dans la zone dSoit une particule arrivant dans la zone d’’influence dinfluence d’’un potentiel. Lun potentiel. L’’effet du effet du 
potentiel sur les fonctions dpotentiel sur les fonctions d’’onde radiales onde radiales ≡≡ ddééphasage des ondes sortantes sur phasage des ondes sortantes sur 
les ondes entrantesles ondes entrantes

ThThééororèème de me de LevinsonLevinson : : 
Le dLe dééphasage dphasage déépend de lpend de l’é’énergie. nergie. δδ(0)(0)−−δδ((∞∞) = N ) = N ·· 180180°°

Etude du      Etude du      Be9
Λ

Déphasages pour le potentiel d'Ali-Bodmer
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RRéésonance sonance àà 92 92 keVkeV pour lpour l’’onde L=0onde L=0
Tend vers 0 en lTend vers 0 en l’’infiniinfini
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Interactions Interactions αα--αα utilisutilisééeses
DDééfinition du dfinition du dééphasage :phasage :

Soit une particule arrivant dans la zone dSoit une particule arrivant dans la zone d’’influence dinfluence d’’un potentiel. Lun potentiel. L’’effet du effet du 
potentiel sur les fonctions dpotentiel sur les fonctions d’’onde radiales onde radiales ≡≡ ddééphasage des ondes sortantes sur phasage des ondes sortantes sur 
les ondes entrantesles ondes entrantes

ThThééororèème de me de LevinsonLevinson : : 
Le dLe dééphasage dphasage déépend de lpend de l’é’énergie. nergie. δδ(0)(0)−−δδ((∞∞) = N ) = N ·· 180180°°

Etude du      Etude du      Be9
Λ

RRéésonance sonance àà 92 92 keVkeV pour lpour l’’onde L=0onde L=0
Tend vers 0 en lTend vers 0 en l’’infiniinfini
DDééphasage en 0 de 360phasage en 0 de 360°° pour lpour l’’onde L=0onde L=0
DDééphasage en 0 de 180phasage en 0 de 180°° pour lpour l’’onde L=2onde L=2

Déphasages pour le potentiel BFW
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L=0 : 2 états liés
L=2 : 1 état lié
Non observés expérimentalement
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Explications
Structure microscopique de la particule α non prise en compte
Principe d’exclusion de Pauli

Apparition d’états non physiques ≡ états interdits
A rejeter lors du traitement du système d’équations hypersphériques

Rejet des états interdits
Méthode du potentiel partenaire supersymétrique
Méthode des projecteurs

Pb : on suppose que les états interdits sont les plus bas dans le spectre (bonne 
approximation cfr résultats)

Réf : D. Baye : Phys. Rev. Lett. 58, 2738 (1986).
P. Descouvemont, C. Daniel, D. Baye : Phys. Rev. C 67, 044309 (2003).
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Interactions Interactions αα--ΛΛ utilisutiliséées  :es  :

Potentiel Single Potentiel Single GaussianGaussian (SG)(SG)
Une gaussienneUne gaussienne

Potentiel IslePotentiel Isle
2 gaussiennes (partie r2 gaussiennes (partie réépulsive + partie attractive)pulsive + partie attractive)

Pas dPas d’é’état interdit icitat interdit ici
Le principe dLe principe d’’exclusion ne sexclusion ne s’’applique quapplique qu’’entre des particules identiquesentre des particules identiques

Etude du      Etude du      Be9
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Niveaux dNiveaux d’é’énergie  :nergie  :

BFW (SUSY)BFW (SUSY)≡≡ ABAB
SG plus proche de lSG plus proche de l’’expexpéériencerience
Isle surlie les niveauxIsle surlie les niveaux

Etude du      Etude du      Be9
Λ

1.1. AB + IsleAB + Isle
2.2. BFW (SUSY) + IsleBFW (SUSY) + Isle
3.3. BFW (BFW (projproj) + Isle ) + Isle 
4.4. AB + SGAB + SG
5.5. BFW (SUSY) + SGBFW (SUSY) + SG
6.6. BFW (BFW (projproj) + SG) + SG

Comparaison avec le Comparaison avec le 99Be :Be :
Fondamental : EFondamental : E00= = −−1,57 1,57 MeVMeV
Premier Premier éétat excittat excitéé : E: E11= +0,86 = +0,86 MeVMeV

Effet de stabilisation du Effet de stabilisation du ΛΛ
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DensitDensitéés de probabilits de probabilitéé de prde préésencesence

Etude du      Etude du      Be9
Λ

ÉÉtat fondamental de ltat fondamental de l’’hypernoyauhypernoyau

ÉÉtat fondamental du noyautat fondamental du noyau

Effet de contraction dEffet de contraction dûû au au ΛΛ
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DensitDensitéés de probabilits de probabilitéé de prde préésencesence

Rayon moyenRayon moyen : : 

A comparer : A comparer : 99Be : 2,02 Be : 2,02 fmfm pour AB et 1,97 pour BFW(avec lpour AB et 1,97 pour BFW(avec l’’interaction    interaction    
αα--N dN déécrite par crite par VoronchevVoronchev et et alal. : . : FewFew--BodyBody SystemsSystems 1818, 191 (1995) ), 191 (1995) )

Etude du      Etude du      Be9
Λ

Effet de contraction dEffet de contraction dûû au au ΛΛ
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Coupe transversale
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PotentielsPotentiels R (R (fmfm))

AB + SGAB + SG 1,951,95

AB + IsleAB + Isle 1,981,98

BFW + xBFW + x 1,901,90



1.1. La méthode des coordonnées hypersphériquesLa méthode des coordonnées hypersphériques

2.2. Méthodes numériquesMéthodes numériques

3.3. Exemple 1 : l’hypernoyauExemple 1 : l’hypernoyau

4.4. Exemple 2 : l’hypernoyauExemple 2 : l’hypernoyau

5.5. ConclusionConclusion
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Conclusion : Conclusion : hypernoyauxhypernoyaux et potentielset potentiels

Mis en Mis en éévidence de : vidence de : 
LL’’effet stabilisateur du effet stabilisateur du ΛΛ
LL’’effet de contraction du effet de contraction du ΛΛ

Comparaison de potentiels : Comparaison de potentiels : 
Potentiels Potentiels αααα : AB et BFW: AB et BFW
Potentiels Potentiels ΛαΛα : Isle et SG: Isle et SG
Potentiels Potentiels ΛΛΛΛ : SB et : SB et Hiy Hiy 

ProblProbléématique des matique des éétats interditstats interdits
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Conclusion : méthodeConclusion : méthode
Avantages : Avantages : 

Convergence rapideConvergence rapide
Temps de calcul correctTemps de calcul correct
RRéésultats en accord avec lsultats en accord avec l’’expexpéériencerience

AmAmééliorationsliorations

Potentiels non locaux (plus proche de la physique parfois)Potentiels non locaux (plus proche de la physique parfois)

Etudes de rEtudes de réésonancessonances

ConcrConcrèètement : tement : pentaquarkpentaquark
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	Résolution de l’équation de Schrödinger à 3 corpspar la méthode descoordonnées hypersphériques

